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あらまし 

高校で学ぶ微分積分において,関数の極限や連続性などについては直感的な定義がされている．大学初年次にお

ける微分積分でも同様である.しかし,ε-δ論法を用いての論理的に厳密な取扱いができることも重要と考える.ε

-δ論法の入り口の部分を丁寧に解説する. 

 

Abstract 
(ε,δ)-Definition of Limit strikes freshmen as difficult. So in this paper, we show strict definition of continuous function by 

(ε,δ)-Definition of Limit. Further, we give an example, in plain language.  
 
キーワード：ε-δ論法 , 極限値 , 連続関数   
Keywords: (ε,δ)-Definition of Limit, Limit Value, Continuous Function 

 
1. はじめに 

 

 大学初年次教育において，高校数学の延長としての微分積分が置かれている．1 変数の微分積分で高校では扱わ

なかったものから始めて,偏微分や重積分を学ぶ.概念の取り扱いは直感的に行うのが一般的であるかと思う 1)． 

 例えば，関数の極限の直感的な定義は次のようになる．関数 )(xf について， x が a と異なる値をとりながら

限りなく a に近づくとき， )(xf の値が一定の値 b に限りなく近づくならば 

bxf
ax




)(lim    または   bxfax  )(　のとき　  

と表し， b を ax  のときの )(xf の極限値という．また，“ ax  のとき )(xf は b に収束する”という． 

 ところがこれを，ε-δ論法を用いて論理的に厳密に行うと以下のようになる． ax  の近くで定義された

（ ax  で定義されなくてもよい）関数 )(xf において，任意の正の数εに対して、適当な正の数δを決めると 

　 ax0 であるすべての x に対して bxf )(  

となる． 

 また、関数の連続の直感的な定義は次のようになる．関数 )(xf が ax  で連続であるとは，次の 3 つの条件

満たすことをいう． 

(1) 関数値 )(af が定義されている． 

(2) 極限値 )(lim xf
ax

が存在する． 

(3) )()(lim afxf
ax




 

 さらにこれをε-δ論法を用いて論理的に厳密に行うと以下のようになる．関数 )(xf が ax   およびその近

くで定義されているとする．任意の正の数εに対して、適当な正の数δを決めると 

*1 高輪教養教育センター 准教授 
Liberal Arts Education Center,Takanawa Campus, 
Associate Professor 

 

トピックス 
 

 
― 4 ― 

実験

実験環境・条件

実験端末には を用いた．実験端末は

の よ う に 配 置 し た ． こ れ ら の 端 末 は と

のデバイスの両方とも発見できる配置であ

った．  

と の通信距離

本提案手法は と の通信可能距離が

ほぼ同じことを前提としているので，この２つがそれ

ぞれ何 程度リンクを張ることが出来るのか調査し

た．  
調査の結果， の検知可能距離は で，接続

しながら通信可能な距離を計測した結果，約 通信

可能であることを確認した．また の検知可

能距離は約 で，接続しながら通信可能な距離を計

測した結果，約 通信可能であった．以上の結果

から Wi-Fi 接続できる場合には， でも通信

可能である．  

ネットワーク構築の確認

提案手法がどの順番に端末が起動してもネットワ

ークを構成することができるか確かめる．確認するパ

ターンは計 パターンである．実験の結果，全ての

パターンで理想どおりのネットワークが構築された．

起動したタイミングによって となる端末が隣接す

ることがあるが，その際にはお互いに の通

信を行うことでどちらか一方のみ から子端末に変

化することを確認することができた．  

データ送受信の確認

次に提案したアルゴリズムにより の通信が出

来るかを確認する．確認したときの端末の状態はノー

ドＢとノードＤが親端末モードであった．送信元の端

末はＡで受信元の端末はＤの場合，パケットはＢとＣ

を経由し通信を行うことができた．端末Ａがパケット

を送信するときに端末Ｃが端末Ｂに接続している場

合としていない場合のどちらとも適切に 端末への

リンクを切り替えて転送することができることを確

認した．

おわりに
 

本研究は，シミュレーションではなく実環境で動く

ことを想定として，ノードに特殊な細工をせずに

MANET を構築することを目的とした．その際にノー

ドの移動や端末の常時接続できる数に限りがあると

いう問題がある．本提案手法は常時接続及びデータの

やり取りに ネットワークを使用し，それらのネ

ットワークの制御に を使用することによ

りそれらの問題を解決した．実端末に提案手法を実装

しネットワークの構築やデータの送受信などを行い，

その有効性を確認した．  
課題としてルーティングの最適化などがあげれる．   
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Fig. 3 P2P of from node B to node J  
 

 

 

Fig. 4 Placement of Nodes during Experiment  
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となる。 

 したがって，関数
2)( xxf  は， ax  で連続である． 

 

【証明 2 の準備】 

aを任意の実数としておく．【証明 1】と同様に三角不等式を用いると 

    axaaxaxaaxaxaaxax  2)(2)(2 22222 ≦  

となるので， 　 ax  ならば  aax 2222  が成り立つ． 

 ところが， 　≦10   となるように  をとれば， ≦ 2
 なので 

  aaaax 2122222  ≦   

となるので，    ≦a21  すなわち 
a21

 ≦ とすればよい． 

 ここで，















a21
,1min  とすれば 1≦ かつ

a21
 ≦ が成り立つ． 

【証明 2】 

aを任意の実数とする。任意の正の数  に対して，















a21
,1min  と決めれば 

 

















a
ax

21
,1min  

であるすべての xに対して，以下の式が成り立つ． 

 ただし 

1≦ かつ
a21

 ≦  

となっていることに注意しておく． 

 

 ― 2 ― 

　 ax であるすべての xに対して  )()( afxf  

となる． 

 

 

2. 連続関数の例 
 

 関数 )(xf がある区間 I に属するすべての値 xで連続であるとき、 )(xf は区間 I で連続である，または区間 I

で連続関数であるという． 

 

例題 関数
2)( xxf   は区間   ,  で連続である。すなわち，任意の正の数εに対して，適当な正の数δ

を決めると 

　 ax  であるすべての xに対して  22 ax   （ aは任意の実数） 

となる． 

 

これから，証明を行うための準備段階での計算を紹介をしたのち，【証明１】，【証明 2】，【証明 3】とし

て 3 通りの方法で証明を行う 2)． 

また予め補足として，証明の中で重要な役割を演じる三角不等式について述べておく． 

 

三角不等式 

 2 つの実数 , に対して，次の不等式 

  ≦  

が成り立つ． 

 

 さて，以下のように進めることとする． 

【証明 1 の準備】 

 まず， aを任意の実数としておく．さらに， axy   すなわち ayx   とおけば 

     axaaxayyaayax  22 222222
 

が成り立つ。そこで，三角不等式を用いると 

    axaaxaxaaxaxaaxax  2)(2)(2 22222 ≦  

となるので， 　 ax  ならば  aax 2222  が成り立つ． 

 すると， )0(22   a となればよいから，これを  について解くと， 022   a より 

  2aa  

なので， 0 より   2aa とすればよい。 

【証明 1】 

 aを任意の実数とする。任意の正の数  に対して， 02   aa と決めると 

   2aaax  

であるすべての xに対して 
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となる。 

 したがって，関数
2)( xxf  は， ax  で連続である． 

 

【証明 2 の準備】 

aを任意の実数としておく．【証明 1】と同様に三角不等式を用いると 

    axaaxaxaaxaxaaxax  2)(2)(2 22222 ≦  

となるので， 　 ax  ならば  aax 2222  が成り立つ． 

 ところが， 　≦10   となるように  をとれば， ≦ 2
 なので 

  aaaax 2122222  ≦   

となるので，    ≦a21  すなわち 
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 ≦ とすればよい． 

 ここで，
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【証明 2】 

aを任意の実数とする。任意の正の数  に対して，















a21
,1min  と決めれば 

 

















a
ax

21
,1min  

であるすべての xに対して，以下の式が成り立つ． 
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となっていることに注意しておく． 
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したがって，関数
2)( xxf  は， ax  で連続である． 

 

3. おわりに 
 
 直感的な定義ではなく，ε-δ論法を用いて論理的に厳密に議論することについて，細かい計算も含めて解説

したが、ε-δ論法を用いる必要性については説明がなされていない．そこで関数列の各点収束と一様収束のε-

δ論法を用いた定義について述べる 3)． 

 一定の順序で並べられた関数  ,,,,, 321 nffff が共通の区間 I で定義されているとき，これを I に

おける関数列といい，  nf で表す． 

 I の 1 点 xを固定すれば，関数列  nf に対して数列  )(xfn が得られるが， I のすべての点に対して極限値 

)(lim)( xfxf nn 
  

が存在するとき，関数列  nf は区間 I で f に収束する，または各点収束するといい， ffn  と表し，f を  nf
の極限関数という． 

 一般に ffn  であっても，収束状態は点によって異なるが，任意に与えられた正の数εに対して xに無関係

な番号 N が存在し， Nn  であるすべての n に対して区間 I で 

 )()( xfxf n  

が成り立つとき，関数列  nf は区間 I で f に一様収束する，または平等に収束するという． 

 やはり直感的に，各点収束と一様収束を区別することはできないといってよいのではないかと思う．したがっ

て，ε-δ論法を用いて論理的に厳密な議論をすることも必要であると考えられる． 
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 したがって，関数
2)( xxf  は， ax  で連続である． 

 

【証明 3 の準備】 

aを任意の実数としておく．まず以下の式変形を試みることにするが， 　 ax ならば 

      axaxaxaxaxaxaxax  ≦22
 

となる。さて， ax  についてさらに考察する。三角不等式を用いると 

  aaaxaaxx  ≦  

なので 

aax 2   

となっていることがわかる。よって 　≦1 となるようにすれば 

      aaaxax 21222  ≦  

であるから，    ≦a21  すなわち 
a21

 ≦ とすればよい． 

以上より，















a21
,1min  とおくことにする。 

 

【証明 3】 

aを任意の実数とする。任意の正の数  に対して，



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であるすべての xに対して，以下の式が成り立つ． 
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したがって，関数
2)( xxf  は， ax  で連続である． 

 

3. おわりに 
 
 直感的な定義ではなく，ε-δ論法を用いて論理的に厳密に議論することについて，細かい計算も含めて解説

したが、ε-δ論法を用いる必要性については説明がなされていない．そこで関数列の各点収束と一様収束のε-

δ論法を用いた定義について述べる 3)． 

 一定の順序で並べられた関数  ,,,,, 321 nffff が共通の区間 I で定義されているとき，これを I に

おける関数列といい，  nf で表す． 

 I の 1 点 xを固定すれば，関数列  nf に対して数列  )(xfn が得られるが， I のすべての点に対して極限値 

)(lim)( xfxf nn 
  

が存在するとき，関数列  nf は区間 I で f に収束する，または各点収束するといい， ffn  と表し，f を  nf
の極限関数という． 

 一般に ffn  であっても，収束状態は点によって異なるが，任意に与えられた正の数εに対して xに無関係

な番号 N が存在し， Nn  であるすべての n に対して区間 I で 

 )()( xfxf n  

が成り立つとき，関数列  nf は区間 I で f に一様収束する，または平等に収束するという． 

 やはり直感的に，各点収束と一様収束を区別することはできないといってよいのではないかと思う．したがっ

て，ε-δ論法を用いて論理的に厳密な議論をすることも必要であると考えられる． 
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