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あらまし 

大学初年次で学ぶ群の概念は、多くの初学者にとっては敷居の高いものである．原因の一つはその抽象度の高さ

もあるのではないかと考える．この論文では群の同型の概念について取り上げることにする．定義について学んだ

だけでは理解が難しいものであるが、具体的な例を扱うことが理解の手助けとなりうる．そのとき乗積表の作成が

有効であることを示したい．また、群準同型写像の例に触れる． 

 

Abstract 
The concepts of group isomorphism in group theory strike freshmen as difficult by reason of high degree of its abstraction. So 

we give several concrete examples of group isomorphism.  
 

キーワード：群 , 準同型 , 同型， トーラス群  
Keywords: Group, Homomorphism, Isomorphism, Torus Group 

 
1. はじめに 

 

集合 G を演算 が定義された群とし，集合 Gを演算 が定義された群とする．写像 GG : が次の条件 

Gyxyxyx  ,)()()(    

を満たすとき， を群準同型という．特に群準同型 が全単射であるとき、 を群同型と呼び、群 G と Gは同

型であるといい、 GG  と表す． 

 また，次の定理は基本的である． 

 

定理（準同型定理） 

 GG , は群であり， GG : を群準同型とする．このとき 

 Im/ KerG  

が成り立つ．特に が全射であるならば 

GKerG /  

となる． 

 

 本論文では，まず位数 6 の群の例を 5 つ挙げる．それぞれの群の乗積表を比較することにより，有限群が同型

であるということのイメージを掴むこととする．また，群準同型と準同型定理についても確かなイメージを持つ

ことが肝要であるので、トーラス群にまつわる例を挙げて詳しく解説することとしたい．抽象度の高い概念を理

解することは初学者にとって難しく感じることであろうが，具体的な例に触れることにより，実感が理解へとつ

ながるのではないかと思う． 
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例 4 4G を次の  1,0C から  1,0C への分数一次変換 
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は，写像の合成を積として群をなす．これを 

 6543214 ,,,,, ffffffG   

と表す． 

 z  z1  z
1

 
1z

z
 

z1
1

 
z

z 1
 

z  z  z1  z
1

 
1z

z
 

z1
1

 
z

z 1
 

z1  z1  z  
z

z 1
 

z1
1

 
1z

z
 

z
1

 

z
1

 
z
1

 
z1

1
 z  

z
z 1

 z1  1z
z

 

1z
z

 
1z

z
 

z
z 1

 
z1

1
 z  

z
1

 z1  

z1
1

 
z1

1
 

z
1

 
1z

z
 z1  z

z 1
 z  

z
z 1

 
z

z 1
 

1z
z

 z1  z
1

 z  
z1

1
 

 

 

 ― 2 ― 

 

 

2. 位数 6 の群の乗積表 
 

この章では，位数 6 の群の乗積表を可換群と非可換群を織り交ぜて紹介する 1)2)3)． 

例１ 1G を整数を法 6 に関する合同のよって分けた剰余類の集合 ZZ 6/ の加法群とする．これを 

 5,4,3,2,1,01 G  

と表す． 

 0  1  2 3 4 5

0  0  1  2 3 4 5

1  1  2  3 4 5 0

2  2  3  4 5 0 1

3  3  4  5 0 1 2

4  4  5  0 1 2 3

5  5  0  1 2 3 4

 

例 2 2G を 1 の 6 乗根の全体からなる乗法群とする．これを 

  乗根とする．の原始は　　ただし、 61,,,,1 5432
2 G  

と表す． 

 1   2 3 4 5

1 1   2 3 4 5

    2
 

3 4 5 1 

2 2  
3  

4 5 1 

3 3  
4  

5 1  2

4 4  
5  1  2 3

5 5  1  2 3 4

 

例 3 3G を 3 次対称群 3S とする．これを 

          2,3,1,3,2,1,3,2,3,1,2,1,3 eG   

と表す． 
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となることから，2 つの群 1G と 2G は同型であることがわかる． 

 さらに， 3G において 

          654321 2,3,1,3,2,1,3,2,3,1,2,1, sssssse   

 

4G において 
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と置き換えることにすれば，乗積表は 3 つとも全く同じ 

 1s  2s  3s  4s  5s  6s  

1s  1s  2s  3s  4s  5s  6s  

2s  2s  1s  6s  5s  4s  3s  

3s  3s  5s  1s  6s  2s  4s  

4s  4s  6s  5s  1s  3s  2s  

5s  5s  3s  4s  2s  6s  1s  

6s  6s  4s  2s  3s  1s  5s  

 

となることから，3 つの群 543 ,, GGG はすべて同型であることがわかる． 

 

 

3. 群準同型の例 
 

この章では、群準同型の例を紹介するが、取り扱う群は 1 次元トーラス群  1;  zz CT と 2 次特殊直

交群(回転群)  1det,;),()2(  AEAAAAnMASO ttR とする 4)． 

まず，実数の加法群 R からトーラス群 T への写像 を
xiex  2)(  と定義すると 

)()()( 22)(2 yxeeeyx yixiyxi    
 

が成り立つことから、準同型であることがわかる．また， は全射であり ZKer (整数の加法群)である．し

たがって，準同型定理より次の群同型 

TZR /  

 

 ― 4 ― 

例 5 
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5G は行列の乗法について群をなす． 
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 さて， 1G において 

543210 5,4,3,2,1,0 cccccc  ， 

また、 2G において 

5
5

4
4

3
3

2
2

1
1

0
0 ,,,,,1 cccccc    

と置き換えることにすれば，乗積表はどちらも全く同じ 

 0c  1c  2c 3c 4c 5c

0c 0c  1c  2c 3c 4c 5c

1c  1c  2c  3c 4c 5c 0c

2c 2c  3c  4c 5c 0c 1c

3c  3c  4c  5c 0c 1c 2c

4c 4c  5c  0c 1c 2c 3c

5c 5c  0c  1c 2c 3c 4c
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


 

と置き換えることにすれば，乗積表は 3 つとも全く同じ 

 1s  2s  3s  4s  5s  6s  

1s  1s  2s  3s  4s  5s  6s  

2s  2s  1s  6s  5s  4s  3s  

3s  3s  5s  1s  6s  2s  4s  

4s  4s  6s  5s  1s  3s  2s  

5s  5s  3s  4s  2s  6s  1s  

6s  6s  4s  2s  3s  1s  5s  

 

となることから，3 つの群 543 ,, GGG はすべて同型であることがわかる． 

 

 

3. 群準同型の例 
 

この章では、群準同型の例を紹介するが、取り扱う群は 1 次元トーラス群  1;  zz CT と 2 次特殊直

交群(回転群)  1det,;),()2(  AEAAAAnMASO ttR とする 4)． 

まず，実数の加法群 R からトーラス群 T への写像 を
xiex  2)(  と定義すると 

)()()( 22)(2 yxeeeyx yixiyxi    
 

が成り立つことから、準同型であることがわかる．また， は全射であり ZKer (整数の加法群)である．し

たがって，準同型定理より次の群同型 

TZR /  
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が得られる． 

 さらに， )2(SOA は 1,  AEAAAA tt
を満たす 2 次行列であることから 

 R






 
 




　　　
cossin
sincos

A  

の形をしていることが知られている． 

 そこで， )2(SO から T への写像 f を



 ief 















 
cossin
sincos

と定義すると 

   
   
















 















 





























































 







 

























cossin
sincos

cossin
sincos

cossin
sincos

sinsincoscossincoscossin
sincoscossinsinsincoscos

cossin
sincos

cossin
sincos

)(

ff

ee
e

f

ff

ii

i
 

が成り立つので、群準同型であることがわかる． 

 

4. おわりに 

 

 まず，実数の加法群を R ，実数の全体から 0 を除いた乗法群を
R ，正の実数の乗法群を

R ， n 次一般線形

群を  0;),(),(  AnMAnGL RR と表すことにする． 

 実は群論を学ぶ前に，高校数学および線形代数においてすでに群準同型についても触れているのである．例え

ば，R から
R への写像

xexf )( ，
R から R への写像   xxg log ， ),( RnGL から

R への写像 AAh )(

が群準同型であることは，よく知られている以下の公式 

 
 

 ),(,
,,logloglog

,,

R
R

R

nMBABAAB
yxyxxy

yxeee yxyx










 

から確かめられる． 
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