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あらまし 

行列式の絶対値の上限に関して，アダマールの不等式と呼ばれるものがある.この論文ではアダマールの不等

式を，正値エルミート行列を用いて詳細に証明することを目標とする. 

 
Abstract 

With respect to supremum of absolute values of determinants, we give the Hadamard inequality. The purpose of this paper 
is to present a full proof by means of positive-definite Hermitian matrices . 
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1. はじめに 

 

 線形代数で学ぶ行列式については様々なことが知られている．行列式の絶対値の上限についての，アダマール

の不等式と呼ばれる次の定理がある． 

 

定理(アダマールの不等式) 

 �	次行列 

� � ���	� ���⋯⋯ � ��	�  (ただし，��	を� の第�		列とする) 

に対して 

   abs|�| ≦ ‖��‖‖��‖⋯⋯‖��‖  
が成り立つ． 

 

これについていくつかの証明方法が知られているが，エルミート形式を用いた証明を与えることとする1)2)3)4)5)． 

今，複素数を成分とする�	次行列�	の転置共役行列を�∗		と表すことにする．�∗ � �	 を満たすものをエルミ

ート行列といい，�∗ � �	��		を満たすものをユニタリー行列という．これらについて以下の 3 つの定理が成り

立つことが知られている． 
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定理 2.1 

複素数を成分とする�	次行列 	�	について，半正値エルミート行列であるための必要十分条件は，すべての固

有値が非負であることである． 

特に，正値エルミート行列であるための必要十分条件は，すべての固有値が正であることである． 

 

定理 2.2 

複素数を成分とする�	次行列 	�	について，半正値エルミート行列であるための必要十分条件は，� � �∗� と
なるような�	次行列�	が存在することである． 

特に，正値エルミート行列であるための必要十分条件は，� � �∗� となるような�	次正則行列�	が存在する

ことである． 

 

定理 2.3 

 半正値エルミート行列の任意の対角小行列（主対角線上にある小行列）は，これもまた半正値エルミート行

列である。また，正値エルミート行列の任意の対角小行列は，これもまた正値エルミート行列である。 

(証明) 

 今 

� � �
��� ���
��� ��� ⋯ ���

���⋮ ⋱ ⋮
��� ��� ⋯ ���

� 	                           

が半正値エルミート行列であるとき， ��行，��行，⋯ ，��行および ��列，��列，⋯ ，��列で作った対角小行

列を 

��������⋯���� �
�
�
����� �����
����� ����� ⋯ �����

�����⋮ ⋱ ⋮
����� ����� ⋯ ������

�						�� � �� � �� � ⋯ � �� � ��           

としておく． 

半正値エルミート形式 

�∗�� � ������� ������⋯	� �������
��� ���
��� ��� ⋯ ���

���⋮ ⋱ ⋮
��� ��� ⋯ ���

��
����⋮
��
� 	�						� � �

����⋮
��
� 	           

において，�	の���� ����⋯	� ���以外の成分をすべて 0 にした列ベクトルを��������⋯����と表せば 

*以下の式が成り立つことについては，p.4 の（定理 2.3 の補足）を参照されたい． 
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定理 1.1 

 エルミート行列の対角成分および固有値はすべて実数である． 

 

定理 1.2 

 ユニタリー行列の固有値はすべて絶対値が 1 の複素数である． 

 

定理 1.3 

 �	次エルミート行列�	は，適当なユニタリー行列�		によって 

�∗�� �
�
�	
��

��				
0

0 				 ⋱ ��
	
�
�							���� ���⋯ � ��は � �の固有値 	�							       												 

と対角化できる． 

 

2. エルミート形式 
 
今 

� � �	
��� ������ ���				

⋯ ���⋯ ���
⋮
��� ���				

⋱ ⋮
⋯ ���

	�	�						�ただし，��� � ��������									          								 

を�	次エルミート行列 

� � �	
����⋮
��
	� 		 � 	��																	                 																																		 

を�	次元複素ベクトルとするとき 

���� � ���� �� � ����∗� � �∗�� � ������� �����	�⋯ � �������
��� ������ ��� ⋯ ������⋮ ⋱ ⋮
��� ��� ⋯ ���

��
����⋮
��
� ����������

�

���
 

（ただし，��� �� � �∗� � ���	� 	で�	次元複素ベクトル空間��	の標準内積を表す） 

のことを，��� ���⋯ � ��に関する ���	 を係数とするエルミート形式といい、�	をエルミート形式����	の係数行

列という．また，エルミート形式は必ず実数の値をとる． 

����	がベクトル�	 � �に対して，常に���� � 0	となるとき，����を正値エルミート形式とよび，�	を正値

エルミート行列と呼ぶ．また，任意のベクトル� に対して，���� ≧ 0	となるときには，�	および�は半正値で

あるといわれる． 
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定理 2.1 

複素数を成分とする�	次行列 	�	について，半正値エルミート行列であるための必要十分条件は，すべての固

有値が非負であることである． 

特に，正値エルミート行列であるための必要十分条件は，すべての固有値が正であることである． 

 

定理 2.2 

複素数を成分とする�	次行列 	�	について，半正値エルミート行列であるための必要十分条件は，� � �∗� と
なるような�	次行列�	が存在することである． 

特に，正値エルミート行列であるための必要十分条件は，� � �∗� となるような�	次正則行列�	が存在する

ことである． 

 

定理 2.3 

 半正値エルミート行列の任意の対角小行列（主対角線上にある小行列）は，これもまた半正値エルミート行

列である。また，正値エルミート行列の任意の対角小行列は，これもまた正値エルミート行列である。 

(証明) 

 今 

� � �
��� ���
��� ��� ⋯ ���

���⋮ ⋱ ⋮
��� ��� ⋯ ���

� 	                           

が半正値エルミート行列であるとき， ��行，��行，⋯ ，��行および ��列，��列，⋯ ，��列で作った対角小行

列を 

��������⋯���� �
�
�
����� �����
����� ����� ⋯ �����

�����⋮ ⋱ ⋮
����� ����� ⋯ ������

�						�� � �� � �� � ⋯ � �� � ��           

としておく． 

半正値エルミート形式 

�∗�� � ������� ������⋯	� �������
��� ���
��� ��� ⋯ ���

���⋮ ⋱ ⋮
��� ��� ⋯ ���

��
����⋮
��
� 	�						� � �

����⋮
��
� 	           

において，�	の���� ����⋯	� ���以外の成分をすべて 0 にした列ベクトルを��������⋯����と表せば 

*以下の式が成り立つことについては，p.4 の（定理 2.3 の補足）を参照されたい． 

 

 

－ 63－

貴田研司



 

 ― 5 ― 

    	      � ��������� � ���������			�������� � ���� ������ ������ 
� ���������� � ��������	�� � ���		������� � ���������� 	⋯②   

であるから，①と②より 

��������∗������� � ������� ������������ ������                       

となっていることがわかる． 

 

定理 2.4 

 対角成分がすべて 1 であるような�	次半正値エルミート行列�	に対して |�| ≦ 1	 が成り立つ．等号は� � �	 
のときにのみ成り立つ． 

 (証明) 

 今，�の固有値を��	� ��	�⋯⋯	� ��	とすると，半正値エルミート行列なので 

�� ≧ 0	� �� ≧ 0	�⋯⋯	� �� ≧ 0                         

となっている．よってあるユニタリー行列�	が存在して 

�∗�� � �
�� ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ ��

�                            

すなわち 

� � ��
�� ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ ��

��∗                          

が成り立つ．さらに， |�| � ���� ⋯⋯�� である． 

 ここで，算術平均と幾何平均の関係を用いると 

����� ⋯⋯��	� ≦ 	����� � ⋯⋯���		
�                      

なので，両辺の�	乗を考えるとき 

|�| � ���� ⋯⋯�� ≦ �	�� � �� � ⋯⋯���		
� �

�
⋯⋯①              

が得られる．ところが，�	は対角成分がすべて 1 である�	次行列であるから 

	����� � ⋯⋯��� � ��� � 1 � 1 �⋯⋯� 1 � �               

なので①より 

|�| ≦ �1 � 1 �⋯⋯� 1		
� �

�
� 1                     

となっていることがわかる． 

 等号が成り立つのは，�� � 1� �� � 1� ⋯⋯ 	� �� � 1の場合のみであり，このときは 
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�����,��,⋯,����
∗�����,��,⋯,��� � ∑ ������������	��,�� ���  

	 	 � ��������, �������,⋯	, ��������
�
�
����� �����
����� ����� ⋯ �����

�����⋮ ⋱ ⋮
����� ����� ⋯ ������

�	�
������⋮
���
� 

� ��������, �������,⋯	, ������������,��,⋯,��� �
������⋮
���
� � 0    

であるから，����,��,⋯,���は，半正値エルミート行列であることが示された． 

 また，正値エルミート行列の場合についても全く同様に証明される． 

(証明終) 

（定理 2.3 の補足） 

 例えば，�	が 5 次行列の場合に 

� �
�
�
�
���
���
���

���
���
���

��� ��� ���
��� ��� ���
��� ��� ���

��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ����

�
�
                       

とするとき 

���,�� �
�
�
0��0
0���
�	,						����,���∗ � �0	, �����, 0,0, �����	�                   

に対して 

����,���∗����,�� � �0, �����, 0,0, ������

�
�
�
���
���
���

���
���
���

��� ��� ���
��� ��� ���
��� ��� ���

��� ��� ��� ��� ���
��� ��� ��� ��� ����

�
�

�
�
0��0
0���
�                

     � ��������� � ��������, �������� � ��������, �������� � ��������, �������� � ��������	, �������� � ���, ������
�
�
0��0
0���
� 

� ���������� � ��������	�� � ���		������� � ���������� 	⋯①    		     

である. 

 一方，�	の 2 行,5 行および 2 列,5 列で作った対角小行列���,��	を考えると 

������, ���������,�� ������ � ������, ������ ���� ���
��� ���� �

�����                    
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    	      � ��������� � ���������			�������� � ���� ������ ������ 
� ���������� � ��������	�� � ���		������� � ���������� 	⋯②   

であるから，①と②より 

��������∗������� � ������� ������������ ������                       

となっていることがわかる． 

 

定理 2.4 

 対角成分がすべて 1 であるような�	次半正値エルミート行列�	に対して |�| ≦ 1	 が成り立つ．等号は� � �	 
のときにのみ成り立つ． 

 (証明) 

 今，�の固有値を��	� ��	�⋯⋯	� ��	とすると，半正値エルミート行列なので 

�� ≧ 0	� �� ≧ 0	�⋯⋯	� �� ≧ 0                         

となっている．よってあるユニタリー行列�	が存在して 

�∗�� � �
�� ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ ��

�                            

すなわち 

� � ��
�� ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ ��

��∗                          

が成り立つ．さらに， |�| � ���� ⋯⋯�� である． 

 ここで，算術平均と幾何平均の関係を用いると 

����� ⋯⋯��	� ≦ 	����� � ⋯⋯���		
�                      

なので，両辺の�	乗を考えるとき 

|�| � ���� ⋯⋯�� ≦ �	�� � �� � ⋯⋯���		
� �

�
⋯⋯①              

が得られる．ところが，�	は対角成分がすべて 1 である�	次行列であるから 

	����� � ⋯⋯��� � ��� � 1 � 1 �⋯⋯� 1 � �               

なので①より 

|�| ≦ �1 � 1 �⋯⋯� 1		
� �

�
� 1                     

となっていることがわかる． 

 等号が成り立つのは，�� � 1� �� � 1� ⋯⋯ 	� �� � 1の場合のみであり，このときは 
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� � ���
∗ 0�,�

0�,� ��∗� �
�� ���∗��������

���∗�������� �� � � �� 0�,�
0�,� �� �          

が成り立ち． 

特に� � 0�,�	, � � 0�,� の場合には 

�� � ���
∗ 0�,�

0�,� ��∗� �
�� 0�,�
0�,� �� � �

�� 0�,�
0�,� �� �                  

となることが示される． 

 さて任意の��� 0� 	� 	����	 に対して��	�� 	 ∋ 	�	 � � �� 0�,�
0�,� �� �

��
�	�� 0�	すなわち�	 � � �� 0�,�

0�,� �� � �	とお

くと，�	 は正値エルミート行列なので 

�∗ � �� ���∗��������
���∗�������� �� � � � �� �� 0�,�

0�,� �� � ��
∗
� �� ���∗��������
���∗�������� �� � �� �� 0�,�

0�,� �� � �� 

             � �∗ � �� 0�,�
0�,� �� �

∗
� �� ���∗��������
���∗�������� �� � � �� 0�,�

0�,� �� � � 

             � �∗ ���
∗ 0�,�

0�,� ��∗� �
�� ���∗��������

���∗�������� �� � � �� 0�,�
0�,� �� � � 

         � �∗��	 � 	0                 

であるから� �� ���∗��������
���∗�������� �� �	も正値エルミート行列であることが示された．対角成分はすべ

て 1 である． 

したがって，上の定理 2.4 により 

� �� ���∗��������
���∗�������� �� � ≦ � � � �� 0�,�

0�,� �� �                

であり，等号が成り立つのは 

���∗�������� � 0�,�	, ���∗�������� � 	0�,�すなわち� � 0�,�	, � � 	0�,� 
のときに限るから 

|�| � ���
∗ 0�,�

0�,� ��∗� �
�� ���∗��������

���∗�������� �� � � �� 0�,�
0�,� �� � ≦ ���

∗ 0�,�
0�,� ��∗� �

�� 0�,�
0�,� �� � �

�� 0�,�
0�,� �� � � |��| 

が成り立ち，等号は� �� ���∗��������
���∗�������� �� � � � �� 0�,�

0�,� �� � � ����	であるとき，すなわち � � ��	 
のときに限る． 

 (証明終) 

 

 この定理 2.5 を繰り返して適用すると，次の定理が得られる． 

 

定理 2.6 
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� � ��
1 ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ 1

��∗ � �                      

であることがわかる． 

(証明終) 

 

定理 2.5 

 ある正値エルミート行列 

� � ��� �
� ���                               

（ただし，��	は�	次行列,	�		は��� ��	型次行列,	�		は��� ��	型次行列,	��	は �		次行列） 

において，� � 0���	� � � 0���	（ただし，O���	は��	� ��型零行列を表す）とした行列 

�� � ��� 0���
0��� �� �                              

を作ると 

|�| ≦ |��|                               

が成り立つ．等号が成り立つのは � � 0���	� � � 0���すなわち � � ��	のときに限る． 

 (証明) 

 正値エルミート行列の任意の対角小行列は正値エルミート行列なので，��	� ��	も正値エルミート行列である．

したがって，定理 2.2 よりある正則行列��	� ��	が存在して 

�� � ��∗��	� �� � ��∗��                         

と書くことができる． 

 一方，��	は�	次行列,	��		は��� ��	型次行列,	��		は��� ��	型次行列,	��	は �		次行列であるとき 

��� ���� ���
∗
� ���

∗ ��∗
��∗ ��∗�                         

が成り立つことに留意しておく．すると，直接の計算により 

� �� 0���
0��� �� �

∗
� �� ���∗��������
���∗�������� �� � � �� 0���

0��� �� �           

� ���
∗ 0���

0��� ��∗� �
�� ���∗��������

���∗�������� �� � � �� 0���
0��� �� �      

� � ��∗ �����
����� ��∗ � � �� 0���

0��� �� �  	 	    	         

� ���
∗�� �
� ��∗��� � �                   

となることがわかるので 
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� � ���
∗ 0�,�

0�,� ��∗� �
�� ���∗��������

���∗�������� �� � � �� 0�,�
0�,� �� �          

が成り立ち． 

特に� � 0�,�	, � � 0�,� の場合には 

�� � ���
∗ 0�,�

0�,� ��∗� �
�� 0�,�
0�,� �� � �

�� 0�,�
0�,� �� �                  

となることが示される． 

 さて任意の��� 0� 	� 	����	 に対して��	�� 	 ∋ 	�	 � � �� 0�,�
0�,� �� �

��
�	�� 0�	すなわち�	 � � �� 0�,�

0�,� �� � �	とお

くと，�	 は正値エルミート行列なので 

�∗ � �� ���∗��������
���∗�������� �� � � � �� �� 0�,�

0�,� �� � ��
∗
� �� ���∗��������
���∗�������� �� � �� �� 0�,�

0�,� �� � �� 

             � �∗ � �� 0�,�
0�,� �� �

∗
� �� ���∗��������
���∗�������� �� � � �� 0�,�

0�,� �� � � 

             � �∗ ���
∗ 0�,�

0�,� ��∗� �
�� ���∗��������

���∗�������� �� � � �� 0�,�
0�,� �� � � 

         � �∗��	 � 	0                 

であるから� �� ���∗��������
���∗�������� �� �	も正値エルミート行列であることが示された．対角成分はすべ

て 1 である． 

したがって，上の定理 2.4 により 

� �� ���∗��������
���∗�������� �� � ≦ � � � �� 0�,�

0�,� �� �                

であり，等号が成り立つのは 

���∗�������� � 0�,�	, ���∗�������� � 	0�,�すなわち� � 0�,�	, � � 	0�,� 
のときに限るから 

|�| � ���
∗ 0�,�

0�,� ��∗� �
�� ���∗��������

���∗�������� �� � � �� 0�,�
0�,� �� � ≦ ���

∗ 0�,�
0�,� ��∗� �

�� 0�,�
0�,� �� � �

�� 0�,�
0�,� �� � � |��| 

が成り立ち，等号は� �� ���∗��������
���∗�������� �� � � � �� 0�,�

0�,� �� � � ����	であるとき，すなわち � � ��	 
のときに限る． 

 (証明終) 

 

 この定理 2.5 を繰り返して適用すると，次の定理が得られる． 

 

定理 2.6 
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 abs|�| ≦ ‖��‖‖��‖⋯⋯‖��‖  （ただし，abs	� は複素数�		の絶対値を表す） 

が成り立つ．等号が成り立つのは���� ��� � ��∗�� � �			�� � �� のときに限る． 

 ただし，‖��‖ � ����� ���	 � ���∗��	 と定義されており，�� のノルムと呼ばれる． 

（証明） 

任意の�	次正則行列� � ���	� ���⋯⋯ � ��	� に対して 

� � �∗� �
�
�
��∗��

��∗��
∗

∗
⋱

��∗���
� �

�
�
‖��‖�

‖��‖�
∗

∗
⋱

‖��‖��
�        

は，定理2.2より正値エルミート行列であるから，定理2.6より 

|�| ≦ ‖��‖�‖��‖� ⋯⋯‖��‖�                          

が成り立つことがわかる．また 

|�| � |�∗||�| � |�|����|�| � �abs|�|��                        

であるから 

�abs|�|�� ≦ ‖��‖�‖��‖� ⋯⋯‖��‖�                       

が成り立つことが示される． 

 したがって 

abs|�| ≦ ‖��‖‖��‖⋯⋯‖��‖                         

が得られる． 

 定理2.6より，等号が成り立つのは �	が対角行列であるとき，すなわち ���� ��� � ��∗�� � �			�� � �� のとき

に限る． 

（証明終） 

 

4. おわりに 
 

アダマールの不等式は，以下の形で記述されることもある 2)6)． 

�	次行列� を 

� � �
��� ������ ��� ⋯ ������⋮ ⋱ ⋮
��� ��� ⋯ ���

�                         

と表しておく.  

 �	の��	個の成分の絶対値の最大値を�	すなわち， |���| ≦ �			��� � � ����⋯	� ��とおくと 

‖��‖� � |���|� � |���|� � ⋯� |���|� ≦ ���   �� � ����⋯	� ��        

となっているから 

‖��‖ ≦ √�� �� � ����⋯	� ��                      

が得られる． 
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 �	次行列 

� � �
��� ���
��� ���

⋯⋯ ���
⋯⋯ ���⋮ ⋮

��� ���
⋱ ⋮

⋯⋯ ���
�                          

が，正値エルミート行列ならば 

|�| ≦ ������ ⋯⋯���                            

であり，等号が成り立つのは，�	が対角行列であるとき，すなわち 

� � �
��� ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ ���

�                          

のときに限る． 

（証明） 

 定理 2.5 を繰り返して用いると 

|�| � �
��� ���
��� ���

⋯⋯ ���
⋯⋯ ���

⋮ ⋮
��� ���

⋮
⋯⋯ ���

	� ≦ �
��� 0
0 ���

⋯⋯ 0
⋯⋯ ���

⋮ ⋮
0 ���

⋮
⋯⋯ ���

	� � ��� �
��� ⋯⋯ ���
⋮ ⋮
��� ⋯⋯ ���

�     

≦ ��� �
��� 0
0 ���

⋯⋯ 0
⋯⋯ ���

⋮ ⋮
0 ���

⋮
⋯⋯ ���

� � ������ �
��� ⋯⋯ ���
⋮ ⋮
��� ⋯⋯ ���

� ≦ ⋯⋯ ≦ ������ ⋯⋯���   

が得られる． 

 等号が成り立つのは，�	のすべての非対角成分が 0 であるとき，すなわち 

� � �
��� ⋯ 0
⋮ ⋱ ⋮
0 ⋯ ���

�                        

のときに限る． 

（証明終） 

 

3. アダマールの不等式 

 

 第2章で示した定理2.6などを用いて，アダマールの不等式を証明する． 

 

定理(アダマールの不等式) 

 �	次行列� を 

� � ���	� ���⋯⋯ � ��	�  (ただし，��	を� の第�		列とする) 

と表すとき 
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 abs|�| ≦ ‖��‖‖��‖⋯⋯‖��‖  （ただし，abs	� は複素数�		の絶対値を表す） 

が成り立つ．等号が成り立つのは���� ��� � ��∗�� � �			�� � �� のときに限る． 

 ただし，‖��‖ � ����� ���	 � ���∗��	 と定義されており，�� のノルムと呼ばれる． 

（証明） 

任意の�	次正則行列� � ���	� ���⋯⋯ � ��	� に対して 

� � �∗� �
�
�
��∗��

��∗��
∗

∗
⋱

��∗���
� �

�
�
‖��‖�

‖��‖�
∗

∗
⋱

‖��‖��
�        

は，定理2.2より正値エルミート行列であるから，定理2.6より 

|�| ≦ ‖��‖�‖��‖� ⋯⋯‖��‖�                          

が成り立つことがわかる．また 

|�| � |�∗||�| � |�|����|�| � �abs|�|��                        

であるから 

�abs|�|�� ≦ ‖��‖�‖��‖� ⋯⋯‖��‖�                       

が成り立つことが示される． 

 したがって 

abs|�| ≦ ‖��‖‖��‖⋯⋯‖��‖                         

が得られる． 

 定理2.6より，等号が成り立つのは �	が対角行列であるとき，すなわち ���� ��� � ��∗�� � �			�� � �� のとき

に限る． 

（証明終） 

 

4. おわりに 
 

アダマールの不等式は，以下の形で記述されることもある 2)6)． 

�	次行列� を 

� � �
��� ������ ��� ⋯ ������⋮ ⋱ ⋮
��� ��� ⋯ ���

�                         

と表しておく.  

 �	の��	個の成分の絶対値の最大値を�	すなわち， |���| ≦ �			��� � � ����⋯	� ��とおくと 

‖��‖� � |���|� � |���|� � ⋯� |���|� ≦ ���   �� � ����⋯	� ��        

となっているから 

‖��‖ ≦ √�� �� � ����⋯	� ��                      

が得られる． 
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あらまし 

線形代数においてよく知られている不等式として，コーシー・シュワルツの不等式がある.この論文ではコーシー・

シュワルツの不等式を証明して，幾つかの具体例を紹介することを目標とする. 

 
Abstract 

As a well-known inequality in linear Algebra, we give the Cauchy-Schwarz inequality. The purpose of this paper is  
to present a proof and several concrete examples of the Cauchy-Schwarz inequality. 

 
キーワード：内積空間，ノルム，コーシー・シュワルツの不等式  
Keywords: Inner Product Space, Norm, Cauchy-Schwarz Inequality 

 
1. はじめに 

 

大学初年次の線形代数において，線形空間（または，ベクトル空間）について学ぶ．さらに内積の定義され

た線形空間のことを，内積空間（または，計量ベクトル空間）という．これに関してコーシー・シュワルツの

不等式と呼ばれるものが成り立つことが知られている． 

 

定理（コーシー・シュワルツの不等式） 

 内積空間��の任意の 2 つのベクトル�� ��に対して 

���� ��� ≦ ‖�‖‖�‖                             

すなわち 

���� ���� ≦ ‖�‖�‖�‖�                            

が成り立つ．等号が成り立つのは，� � �� または� � ��� の形と表される場合に限る．ただし，�� �� � �． 
 

この論文では，線形空間そして内積空間の定義を述べることから始めて，内積が定義されたならばノルム（幾

何学的ベクトルの長さに相当するもの）が定義されることを示す．そして，コーシー・シュワルツの不等式の

証明を実内積空間と複素内積空間の両方の場合について証明する．また，内積空間の幾つかの具体例とそれに

伴って，コーシー・シュワルツの不等式の具体例について紹介する 1)2)3)4)5)． 

*1 高輪教養教育センター 准教授 
Liberal Arts Education Center, Takanawa Campus, 
Associate Professor 
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よって 

abs|�| ≦ ‖��‖‖��‖⋯⋯‖��‖ ≦ √����                  

が成り立つことが示される． 
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